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あ ら ま し 項書換 え の 分野で は 帰 納的定理の 証明手法と して 潜在帰 納法や 書換 え 帰 納法など が 広く 研究 さ れ て い る ．

２ つ の 異 なる 関 数が 任意 の 入力に 対して 同様の 出力を 返す こ と は 帰 納的定理と して 捉え ら れ る の で ， 帰 納的定理の 証

明法は 関 数型プ ロ グラ ム の 等価性の 検証に 利用で き る ． 本研究 で は ， 項書換 え に お け る 帰 納的定理の 証明法を 利用し

て 手続き 型プ ロ グラ ム の 等価性の 検証を 試みる ． 具 体的に は ， 手続き 型プ ロ グラ ム か ら 書換 え 系へ の 変換 を 与え ， そ

の 変換 に よ り 手続き 型プ ロ グラ ム の 等価性を 項書換 え 系の 関 数の 等価性に 帰 着で き る こ と を 示す ．
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Abstract In the field of term rewriting, inductionless induction and rewriting induction have been widely studied

as methods for proving inductive theorems. Since equivalence of functions (that is, the output values are the same

for the same input) can be represented as an inductive theorem, methods for proving inductive theorems are useful

to verify the equivalence of functions in functional programming. In this paper, we try to take advantage of methods

for proving inductive theorems in verifying procedural programs written in a subset of the C language with integer

type. More precisely, we propose a transformation from procedural programs to rewrite systems and show that the

transformation reduces the equivalence of procedural programs to that of functions in rewrite systems.
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1. は じ め に

項書換 え の 分野で は 帰 納的定理の 証明手法と して 潜在帰 納法

や 書換 え 帰 納法など が 広く 研究 さ れ て い る [9] [10] [11] [12]． 帰

納的定理と は 任意 の 基 底項上で 成立す る 等式で あ る ． ２ つ の 異

なる 関 数が 任意 の 入力に 対して 同様の 出力を 返す こ と は 帰 納的

定理と して 捉え ら れ る の で ， 帰 納的定理の 証明法は 関 数型プ ロ

グラ ム で 定義 さ れ る 関 数の 等価性の 検証に 利用で き る ．

一 方， 手続き 型言語で は ホ ー ア 論理を 利用して 関 数の 正当

性を 検証す る 方法が あ る [14]． しか し， ル ー プ 不変式や 事前条

件・ 事後条件を 与え る など の ヒ ュ ー リ スティックな作業が 必要

で あ る ．

本研究 で は ， 項書換 え に お け る 帰 納的定理の 証明法を 利用し

て 手続き 型プ ロ グラ ム で 定義 さ れ る 関 数の 検証を 試みる ． 具 体

的に は ， 手続き 型プ ロ グラ ム を 同等の 計算を 行う 書換 え 系に 変

換 し， 帰 納的定理の 証明法を 用い て 等価性の 検証を 行う ． 検証

の 対称と す る 手続き 型言語は while文を 記 述で き る int型の み

を 扱 う C言語関 数と す る ． こ の 手続き 型言語で 書か れ た プ ロ グ



ラ ム を 検証す る た め ， こ の プ ロ グラ ム を 真偽 判定可能な述語を

条件に も つ 決定可能条件付き 項書換 え 系 (dTRS)， 中で も プ レ

スブ ル ガー 文を 条件部に も つ 項書換 え 系で あ る pdTRS に 変換

す る ． pdTRS を 用い る 理由と して ，

• プ レ スブ ル ガー 文は 真偽 判定と 充足可能判定が 決定可能

• 完 備化の 暴走の 抑制

• 完 備化に 適した 負の 数の コー ディ ン グ

が 挙げ ら れ る ． 実際に は ， 直接項書換 え 系 (TRS) へ 変換 す る 手

法も 試みた が ， 比較 演 算子が 完 備化を 暴走さ せ た の で pdTRS

を 導入した ． 変換 した pdTRS と 仕様で 与え る pdTRS の 等価

性を 潜在帰 納法で 検証す る ． 潜在帰 納法の た め に ， TRS の 完

備化手続き を pdTRS に 拡張す る ． 本手法で は ， 関 数型プ ロ グ

ラ ム で 書か れ た 正しい 関 数と 新た に 作成した 手続き 型関 数の 等

価性の 検証だ け で なく ， ２ つ の 手続き 型関 数の 等価性の 検証も

行え る ．

本稿は 次の よ う に 構成さ れ る ． 2. は 書換 え 系に 関 す る 記 法を

説明す る ． 3. で は 検証の 対象と す る 手続き 型言語の 構文と 意 味

論を 与え る ． 4. で は 検証に 用い る dTRS の 枠組， 手続き 型プ

ロ グラ ム か ら pdTRS へ の 変換 ア ル ゴリ ズム を 提案 す る ． ま た ，

そ の 正当性を 示す ． 5. で は 等価性の 検証手順を 説明し， dTRS

で の 完 備化を 提案 す る ． ま た ， sum 関 数で の 等価性検証例を 挙

げ る ． 6. で は 今後の 課題に つ い て 議 論す る ．

2. 準 備

本論文で は ， 項書換 え の 一 般的な記 法に 従う [1]．

抽象書換 え 系 (ARS) S と は ， 対象と なる 集合 A と A 上の

簡 約化関 係と 呼ば れ る 二項関 係→ の 組 (A,→) で あ る ． S に お

け る 正規 形の 集合を NF (S) で 表す ． x
∗
→z

∗
←y と なる よ う な z

が 存在す る と き ， x と y は 会同関 係に あ る と い い ， x ↓ y と 表

記 す る ．

関 数記 号の 集合F， 変数の 可算無限集合X ， 写像 arity： F → N

(た だ し， N は 自然数の 集合) か ら 生成さ れ る す べ て の 項の 集合

を T (F ,X ) と す る ． 項 t に 現れ る す べ て の 変数の 集合を Var(t)

で 表す ． 項 s と t が 同一 で あ る と き は s ≡ t と 記 述す る ． 項 t に

お け る 位 置の 集合を O(t) と す る ． 位 置 p, q ∈ O(t) に 対して ，

pp′ = q を 満た す p′ ∈ O(t) が 存在す る と き ， p <= q と 書く ． 特

に p′ 6= ε と き ， p < q と 記 す ． 項 s の 位 置 p に あ る 項を t に 置

き 換 え て 得ら れ る 項を s[t]p と 書く ． 文脈 C[ ] に お い て 位 置 p

に 出現す る ホ ー ル 2 を 項 t で 置き 換 え る こ と に よ っ て 得ら れ

る 項を C[t]p と 記 す ． なお ， p を 省略して も よ い ． ま た ， 位 置

p ∈ O(t) に お け る 部分項 u を t|p と 記 す ．

代入 σ の 定義 域 ， 値域 を Dom(σ)， Ran(σ) で 表す ． 値域

に 現れ る 変数の 集合を VRan(σ) =
⋃

t∈Ran(σ)
Var(t) と す る ．

Dom(σ) = {x1, · · · , xn} で あ り ， か つ σ(xi) ≡ ti の と き ， σ

を {x1 7→ t1, · · · , xn 7→ tn} と 記 す ． 項 t に 対して ， σ(t) を t

の イ ン スタン スと 呼び ， tσ と 略記 す る ． 代入 σ, σ′ に つ い て ，

Dom(σ) = Dom(σ′) か つ す べ て の x ∈ Dom(σ) に お い て σ(x)

≡ σ′(x) の と き ， σ = σ′ と 記 述す る ． σ と σ′ の 合成は σσ′ と

記 述し， xσσ′ ≡ σ′(σ(x)) で 定義 す る ．

D ::= int fn(P){I S return(E);}

P ::= ε | int x | int x, P

I ::= ε | int x = E; I

S ::= ε

| x = E; S

| if(B){S}else{S} S

| while(B){S} S

| for(x = E;B;x = E){S} S

E ::= x | n | E + E | E - E | E * E | E / E | ( E )

Ea ::= x | n | E + E | E - E | ( Ea )

B ::= BE | B || B | B && B | !B

BE ::= Ea == Ea | Ea != Ea | Ea < Ea | Ea <= Ea

図 1 手続き 型言語の 構文

3. 手続き 型言語の 構文と 意 味論

こ こ で は 検証の 対象と す る 手続き 型言語の 仕様を 定め る ． 具

体的に は 構文， 評価意 味論， 計算意 味論を 与え る ．

3. 1 構 文

本稿で は ， 以 下の 限定した while プ ロ グラ ム の クラ スで 検証

を 試みる ．

（ 1 ） 制御文と して if文と while文を 書く こ と が 出来る ．

（ 2 ） 型は 整数 (int)(特に ， 自然数の みを 扱 う ) に 限る ．

（ 3 ） 関 数呼び 出しは ない ．

対象と す る 手続き 型言語を BNF 記 法を 用い て 図 1 の よ う に 定

義 す る ． x， fn は そ れ ぞ れ 変数名， 関 数名を 表す 記 号列と し，

C言語の 記 法に 従う ． n は 自然数と す る ． 大文字か ら 始ま る 単

語は 非終端記 号を 表す ． ε は 空文を 表す ． for文は while文の シ

ン タックスシュ ガー と して 扱 う ． ま た ， 図 1 で 定め る プ ロ グラ

ム に 容易 に 変換 で き る よ う なシン タックスシュ ガー (イ ン クリ

メ ン ト演 算子++など ) も 許す ． 検証の 対象と す る プ ロ グラ ム は

図 1 の 構文に 従う C プ ロ グラ ム と し， 正常に コン パ イ ル が で き

る も の と す る ． C言語に は ブ ー ル 型は ない が ， ブ ー ル 型の 概念

に 矛盾しない プ ロ グラ ム を 扱 う こ と と す る ．

3. 2 評価意 味論

次に 3. 1 で 与え た 手続き 型言語の 評価意 味論⇒A， ⇒B を 定

義 す る [7]． こ こ で 提案 す る 言語の 基 本操作は 代入文 x = e; で

あ る ． よ っ て 意 味論を 定義 す る 上で 変数へ の 値を 保持す る た め

の 記 憶が 必要で あ る ． 記 憶を m と す る と ， m[x] は m で 記 憶さ

れ て い る x の 値を 表す ． ま た ， m の 定義 域 を 代入と 同じ よ う に

Dom(m) で 表す ．

評価関 係⇒A は 一 つ の 式 E と 一 つ の 記 憶m を 取り ， 一 つ の

値 (自然数) を 返す ． ⇒A の 型は 〈Exp, Store〉 7→ N で あ り ， そ

の 意 味論は 自然数上の 四則演 算に 従う [7]．

評価関 係 ⇒B は 一 つ の 論理式 B と 一 つ の 記 憶 m を 取り ，

T (真) か F (偽 ) を 返す ． ⇒B の 型は 〈BExp, Store〉 7→ {T, F}

で あ り ， 意 味論は 一 般の も の に 従う [7]．

3. 3 計算意 味論

最後に 手続き 型言語の 計算意 味論→C を 与え る ． →C は ス

テー トメ ン トの 系列 (こ こ で は 変数の 宣言文を 含 む ) と 一 つ

の 記 憶を 取り ， ステー トメ ン トの 系列と 記 憶を 返す ． 正確 に



入力： int f(int x1, . . . , int xn){xs}， 出力： R． た だ し， T(f(x1, . . . , xn), xs, ∅, 1) = (t, R, i)

• T(t, ε, R, i) = (t, R, i)．

• T(t, int x = e;xs, R, i) = T(Ui(
−−−−→
Var(t), x), xs, R ∪ {t→ Ui(

−−−−→
Var(t), E(e))}, i + 1)．

• T(t, x = e;xs, R, i) = T(Ui(
−−−−→
Var(t)), xs, R ∪ {t→ Ui(

−−−−→
Var(t)){x 7→ E(e)}, i + 1)．

• T(t, if(be){s1}else{s2}xs, R, i) = T(Ui′′ (
−−−−→
Var(t)), xs, R ∪R′ ∪ R′′ ∪















t → Ui(
−−−−→
Var(t))⇐ be,

t → Ui′ (
−−−−→
Var(t))⇐ ¬be,

t′ → Ui′′ (
−−−−→
Var(t)),

t′′ → Ui′′ (
−−−−→
Var(t))















, i′′)，

た だ し，T(Ui(
−−−−→
Var(t)), s1, ∅, i + 1) = (t′, R′, i′) か つ T(Ui′ (

−−−−→
Var(t)), s2, ∅, i′ + 1) = (t′′, R′′, i′′)．

• T(t, while(be){s1}xs, R, i) = T(Ui′ (
−−−−→
Var(t)), xs, R ∪ R′ ∪







t → Ui(
−−−−→
Var(t))⇐ be,

t → Ui′ (
−−−−→
Var(t))⇐ ¬be,

t′ → t







, i′)，

た だ し，T(Ui(
−−−−→
Var(t)), s1, ∅, i + 1) = (t′, R′, i′)．

• T(t, for(x = e1;be;x = e2){s1}xs, R, i) = T(Ui′ (
−−−−→
Var(t)), xs, R ∪ R′ ∪















t → Ui(
−−−−→
Var(t)){x 7→ E(e1)},

Ui(
−−−−→
Var(t)) → Ui+1(

−−−−→
Var(t))⇐ be,

Ui(
−−−−→
Var(t)) → Ui′ (

−−−−→
Var(t))⇐ ¬be,

t′ → Ui(
−−−−→
Var(t))















, i′)，

た だ し，T(Ui+1(
−−−−→
Var(t)), s1, ∅, i + 2) = (t′, R′, i′)．

• T(t, return(e);, R, i) = (y, R ∪ {t→ Ui(E(e)), Ui(y)→ y}, i + 1)， た だ し， y 6∈ Var(t)．

• E(x) = x， E(n) = Sn(0)， E(e1+e2) = Add(E(e1), E(e2))． (-， *， /の 場合は Add を そ れ ぞ れ Sub， Mul， Div に 置き 換 え る )

図 2 変換 ア ル ゴリ ズム TR

は ， 先頭の ステー トメ ン トが 実行 (評価) さ れ ， 残り の ステー

トメ ン トの 系列と ， 更新さ れ た 記 憶が 返さ れ る ． →C の 型は

〈Statements, Store〉 7→ 〈Statements, Store〉 で あ り ， そ の 意

味論は [7] に 従う ．

4. 決定可能条件付き 項書換 え 系へ の 変換

本節で は 3. で 定ま る 手続き 型言語プ ロ グラ ム を 検証す る た

め の 関 数型言語の モ デル と して 決定可能条件付き 項書換 え 系

(dTRS) の 枠組を 与え ， dTRS に 属す る プ レ スブ ル ガー 文条件

付き TRS (pdTRS) へ の 変換 ア ル ゴリ ズム を 提案 す る ． ま た ，

変換 ア ル ゴリ ズム の 正当性を 示す ．

4. 1 決定可能条件付き 項書換 え 系

F 上の 決定可能条件付き 書換 え 規 則 (l, r, c) は ， l 6∈ X ，

l, r ∈ T (F ,X )， Var(l) ⊃= Var(r) を 満た す 項 l, r と ， 真偽 判

定と 充足可能性判定が 決定可能な T (F ,X )上の 一 階論理述語

c の 組で あ り ， l → r ⇐ c と 記 す ． 項 l, r を そ れ ぞ れ 左辺， 右

辺， 条件 c を 条件部と 呼ぶ ． c が T (真) の と き は 条件部を 省略

して l→ r と 書く こ と も あ る ．

R を 決定可能条件付き 書換 え 規 則の 集合と す る ． R で 定ま る

書換 え 関 係→R を ， →R = {(C[lσ]p, C[rσ]p) | l → r ⇐ c ∈

R, C ∈ T (F ∪ {2},X ), cσが 真 } と 定義 す る ． 決定可能条件付

き 項書換 え 系 (dTRS) は 項の 集合 T (F ,X ) と 書換 え 関 係→R

で 定め ら れ る 抽象書換 え 系 (T (F ,X ),→R) で あ り ， 書換 え 規

則の 集合 R で 表す ． 条件部が 真の 規 則の みで あ る dTRS は 項

書換 え 系 (TRS) で あ る ．

本稿で は ， 条件部が プ レ スブ ル ガー 文 [6] で あ る dTRS を 扱

う ． プ レ スブ ル ガー 算術と は 加算を 持つ 整数の 理論 (整数の 集

合 Z 上の 変数， 定数， +， −， =， >=， <=， ∨， ∧， ¬， ∀， ∃ か ら

なる 理論) で あ り ， プ レ スブ ル ガー 算術上の 閉論理式を プ レ ス

ブ ル ガー 文 (P文)（ 注1）と い う ． P文の 真偽 判定と 充足可能判定

は 決定可能で あ る ． 条件部を P文に 制限した dTRS を pdTRS

と 呼ぶ ． 本稿で は 限量子を 持た ない pdTRS を 扱 う ．

P文の 条件部の 意 味論を 次の よ う に 与え る ． c を P文， θ を

代入と す る ． 以 下の 条件が 成り 立つ と き cθ は 真．

• Ran(θ) ⊂= T ({Add, Sub, S, 0},X )， か つ

• P 文 cθ′ が 真． た だ し， θ′ は Dom(θ) = Dom(θ′) か つ

∀x ∈ Dom(θ′). xθ′ = E
−1(xθ) を 満た す 代入と す る ( E

−1 は

4.2 で 与え る 変換 E の 逆 変換 と す る )．

4. 2 pdTRS へ の 変換 ア ル ゴリ ズム

こ こ で は 図 1 で 定義 さ れ た 手続き 型言語で 書か れ た プ ロ グラ

ム を pdTRS に 変換 す る ア ル ゴリ ズム を 提案 す る ．

図 2 の 変換 ア ル ゴリ ズム TR は 図 1 で 定義 さ れ た 手続き 型言

語で 書か れ た プ ロ グラ ム を 入力と し， そ れ を 変換 した pdTRS

を 出力す る ． TR自体は ， 再帰 的変換 T で 構成さ れ る ． TR で

生成さ れ た 規 則は 元の プ ロ グラ ム の 制御の 流れ を 表現して い る ．

再帰 的変換 T の 詳細に つ い て 説明す る ． 変換 T は ステー ト

メ ン トを 一 つ 取り 出して ， そ の 種類で 場合分け して 変換 す る ．

T(t, xs, R, i) = (t′, R′, i′) と す る ． t は 計算した い 項で あ り ， 次

に 生成す る 規 則の 左辺と なる ． xs は 変数宣言と ステー トメ ン

トの 系列で ， こ れ か ら pdTRS へ と 変換 す る プ ロ グラ ム で あ

る ． R は す で に 得ら れ た 規 則で あ る ． R′ は t を 計算す る た め

の 変換 して で き た 規 則の (R を 含 む )集合で あ る ． i は プ ロ グ

ラ ム の 内部状態を 表す 関 数記 号 U を 識別す る た め に ラ ベ ル と

して 利用す る ． Ui(x1, . . . , xm) は ， ラ ベ ル i が 指す (ラ ベ ル i

を U に 付け る 際に 読ん で い る ) 命令文を 評価す る 際の メ モ リ

の 状態を 表して い る と 言え る ． Ui の 導入は CTRS か ら TRS

（ 注1）： 自由変数は ∀ で 束縛さ れ て い る と して 真偽 判定を 行う ．



int sum1(int x){

int i=0; int z=0;

while(i<x){

i=i+1; z=z+i;

}

return z;

}

図 3 手続き 型プ ロ グラ ム sum1

へ の 変換 [2] で 用い る 記 号の 考え 方を 参考と した ．
−−−−→
Var(t) は t

に 含 ま れ る 変数を 特定の 順序で 並べ た 列で あ る ． プ ロ グラ ム

P = int f(int x1, . . . , int xn){xs} を 変換 した い と き は ，

T(f(x1, . . . , xn), xs, ∅, 1) と す る こ と で f(t1, . . . , tn) を 計算す

る pdTRS R′ が 得ら れ る ．

最後に 変換 E に つ い て 説明す る ． E は 式か ら 項へ の 変換 で

あ り ， E の 型は E 7→ T ({Add, Sub, Mul, S, 0},X ) で あ る ． 式

を 評価す る pdTRS Rc は {Add(x, 0) → x, Add(x, S(y)) →

S(Add(x, y)), · · · } の よ う に あ ら か じ め 与え て お く 除算は 例外

処理が あ る の で 今回は 用い ない こ と と す る ． ま た ， Rc は 合流

性と 十分完 全性（ 注2）を 持つ よ う に 与え る ．

例 4.1 図 3 の プ ロ グラ ム sum1 を TR で 変換 して 得ら れ る

pdTRS は 以 下の よ う に なる ．

Rsum1 =


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
















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


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




















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









sum1(x) → U1(x, 0)

U1(x, i) → U2(x, i, 0)

U2(x, i, z) → U3(x, i, z)⇐ i < x

U3(x, i, z) → U4(x,Add(i, S(0)), z)

U4(x, i, z) → U5(x, i, Add(z, i))

U5(x, i, z) → U2(x, i, z)

U2(x, i, z) → U6(x, i, z)⇐ i >= x

U6(x, i, z) → U7(z)

U7(y) → y

命題 4.2 TR(P ) は 合流性を 持つ 左線形 pdTRS で あ る ． ま た ，

P が 停止性を 持つ なら ば ， TR(P ) ∪Rc は 十分完 全性を 持つ ．

4. 3 変換 ア ル ゴリ ズム の 正当性

こ こ で は 図 2 で 提案 した 変換 ア ル ゴリ ズム の 正当性を 示す ．

こ こ で い う 正当性と は 手続き 型プ ロ グラ ム で 計算さ れ た 計算と

そ の 手続き 型プ ロ グラ ム を 変換 した pdTRS で の 計算は 一 致す

る こ と で あ る ．

式 e を 項に 変換 した も の を te(= E(e)) と 書く ． 記 憶 m

に 対して 代入 θm を Dom(θm) = Dom(m) か つ ， す べ て の

x ∈ Dom(θm) に 対して xθm = tm[x] と 定義 す る ．

以 下の 定理は 変換 の 正当性を 保証す る ．

定理 4.3 プ ロ グラ ム P を int f(int x1, . . . , int xn){xs

（ 注2）： TRS R が 十分完 全性を 持つ と は ， す べ て の 基 底項 s に 対して s
∗

→
R

t．

た だ し， t は 構成子の みで 構成さ れ る 項と す る ．

return(e);} (isは 変数宣言の 系列， xsは ステー トメ ン トの 系列

を 表す )，m，m′ を 記 憶， T(f(x1, . . . , xn), xs return(e);, ∅, 1) =

(t,R, k) と す る ． (xs return(e);, m)
∗
→C(return(e);, m′)

か つ (e, m′) ⇒A a の と き ， か つ こ の と き に 限 り ，

f(x1, . . . , xn)θm
∗
→R∪Rc

ta．

5. 手続き 型プ ロ グラ ム の 検証手順

本節で は 本稿で 提案 す る 手続き 型プ ロ グラ ム の 検証手順を 説

明す る ． 検証す る 性質は 3. で 提案 した 手続き 型言語で 書か れ た

プ ロ グラ ム と pdTRS で 書か れ た 仕様を 満た す 関 数の 等価性と

す る ． 等価性判定に は 潜在帰 納法 [9] [10] [11] [12] を 利用す る ．

5. 1 検証対象プ ロ グラ ム の 制限

検証の 対象と す る プ ロ グラ ム は 以 下を 満た す と 仮定す る ．

• プ ロ グラ ム は 停止性を 持つ ．

• オー バ ー フ ロ ー は 起 こ ら ない ．

5. 2 提案 す る 検証手順

検証手順は 以 下の 順に 従う ． 3. で 提案 した 手続き 型言語で

書か れ た プ ロ グラ ム を P = int f(int x1, . . . , int xn){xs}，

pdTRS で 書か れ た 仕様 (関 数 f ′(x1, . . . , xn)) を Rs と す る ．

（ 1 ） TR(P ) = R′． Rp = R′ ∪Rc と す る ．

（ 2 ） 等式 f(x1, . . . , xn) = f ′(x1, . . . , xn) が Rp ∪ Rs 上で

帰 納的定理で あ る か を 潜在帰 納法に よ り 検証す る ．

なお ， 手続き 型プ ロ グラ ム P1 と P2 の 等価性に つ い て も TR

で 得ら れ る pdTRS の U 記 号の 重複が ない と 仮定す れ ば ， 上記

と 同様に 行え る ．

5. 3 潜在帰 納法

等式 e = e′ が 項書換 え 系 R に お け る 帰 納的定理で あ る と は ，

e と e′ に 対す る 任意 の 基 底代入 σg に つ い て eσg =R e′σg と な

る こ と で あ る ．

２ つ の 抽象書換 え 系を R1 = (A,→1)， R2 = (A,→2) と す

る ．
∗
↔1 =

∗
↔2 の と き R1 と R2 は 等価で あ る と い う ． 潜在帰

納法と は 適当な集合上に お け る ２ つ の 抽象書換 え 系の 等価性を

判定す る 手法で あ る ．

定理 5.1 (潜在帰 納法) 以 下の 条件を 満た す と き ，
∗
↔1 =

∗
↔2．

• →1 ⊂= →2．

• R1 が 弱正規 性を 持つ ．

• R2 が 合流性を 持つ ．

• NF (R1) = NF (R2)．

R上の 等式 e = e′ の 証明は 以 下の 手順で 行え る ．

（ 1 ） R ⊂= � と なる 簡 約化順序を 与え る ． (e � e′ と す る )

（ 2 ） ({e = e′}, R) と � で 完 備化 (5. 4参照) を 行う ．

（ 3 ） 完 備化が 成功して R′ が 得ら れ た と す る ． NF (R∪{e→

e′}) = NF (R′) を 判定す る ． 真なら ば e = e′ は R の 帰 納的定

理で あ る ．

5. 4 dTRS に お け る 完 備化手続き

TRS に お け る 完 備化 [1] [13] を dTRS に 拡張す る ． ま ず は

dTRS の 危 険対の 概念を 導入し， 危 険対定理が dTRS で 成立す

る 条件を 示す ．



5. 4. 1 危 険対定理

dTRS の 危 険対の 概念を CTRS の 場合と 同様に 与え る [8]．

l1 → r1 ⇐ c1， l2 → r2 ⇐ c2 を Var(l1, r1) ∩ Var(l2, r2) = ∅

と なる よ う に 変数を 名前替え した 規 則と す る ． p ∈ O(l1) を l1|p

が 変数で ない 位 置， σ を l1|pσ ≡ l2σ と なる よ う な最汎単一 化

子と した と き ， 〈r1σ, (l1[r2]p)σ〉 ⇐ c1σ ∧ c2σ を 条件付き 危 険

対と 呼ぶ ． こ の と き ， ２ つ の 規 則は 重なる と い う ． dTRS R の

す べ て の 危 険対の 集合を CP (R) で 表す ． さ ら に ， R の 規 則と

l → r ⇐ c の 間 で 形成さ れ る 危 険対の 集合を CP (R, l → r) と

書く ． あ る 条件付き 危 険対 〈s, t〉 ⇐ c に 対して ， 条件 c を 充

足す る よ う な代入 σ が 存在す る と き そ の 危 険対は 可能 (feasi-

ble) で あ る と い う ． ま た ， そ う で ない と き そ の 危 険対は 不能

(infeasible) で あ る と い う ．

R を dTRS と す る ． 項 s， t が 条件 c の 元で 会同関 係に あ る

と は ， 任意 の σ に 対して ， cσ が 真なら ば sσ ↓R tσ が 成り 立つ

こ と で あ る ． ま た ， 条件付き 項対 〈s, t〉 ⇐ c が 会同関 係に あ る

と は ， s と t が c の 元で 会同関 係に あ る こ と で あ る ．

TRS の 合流性に 関 す る 危 険対補題は ， dTRS 上で は そ の ま

ま 成り 立た ない ． 書換 え の 分岐 が 重なり の ない 上下の 位 置で の

場合に 問題が 生じ る ． そ こ で ， 条件部に よ り 強い 制限を 与え る

必要が あ る ．

定義 5.2 (強決定可能) 条件 c が 二項関 係 ≈ の 元で 強決定

可能と は ， す べ て の 代入 θ に 対して ， cθ が 真なら ば す べ て

の θ≈ に 対して cθ≈ も 真と なる こ と で あ る ． た だ し， θ≈ は

∀x ∈ X . xθ ≈ xθ≈ を 満た す と す る ． dTRS R が 二項関 係 ≈ の

元で 強決定可能で あ る と は す べ て の 規 則 l → r ⇐ c ∈ R の 条

件 c が 二項関 係 ≈ の 元で 強決定可能で あ る こ と で あ る ．，

強決定可能な dTRS に お い て 以 下の 条件付き 危 険対補題・ 定

理が 成り 立つ ．

補題 5.3 (条件付き 危 険対補題) R を 強決定可能な dTRS，

s, t0, t1 を 項と す る ． s→Rti (i = 0, 1) なら ば ， 以 下の ど ち

ら か を 満た す ．

• t0 ↓R t1．

• ti = s[ui]p (i = 0, 1)． た だ し， 〈v0, v1〉 ⇐ c ∈ CP (R)

と 代入 σ が 存在して ， cσは 真 か つ ， ui = viσ (i = 0, 1) ま た

は ui−1 = viσ (i = 0, 1)．

定理 5.4 (条件付き 危 険対定理) R を 強決定可能な dTRS と

す る ． R が 局所合流性を 持つ と き ， か つ そ の と き に 限り ， R か

ら 作ら れ る す べ て の 可能な R の 条件付き 危 険対は 会同関 係に

あ る ．

5. 4. 2 dTRS の 完 備化

dTRS の 完 備化手続き を TRS の 完 備化手続き [1] [13] を 元に

提案 す る ． 条件部の 考慮以 外は ， 基 本的に 推論規 則も ア ル ゴリ

ズム も 同じ で あ る ．

図 4 で 与え る 推論規 則は (E,R) に 作用す る ． た だ し， E は

等式の 有限集合で あ り ， R は 書換 え 規 則の 有限集合で あ る ． 直

orientaion

(E ∪ {s = t⇐ c}, R)

(E, R ∪ {s→ t⇐ c})
た だ し， s � t

composition

(E, R ∪ {s→ C[vρ]⇐ c})

(E, R ∪ {s→ C[wρ]⇐ c})
た だ し，v → w ⇐ c′ ∈ R か つ c ` c′ρ

deduction

(E, R)

(E ∪ {s′ = t′ ⇐ c′}, R)

た だ し， s→ t⇐ c ∈ R か つ ， 〈s′, t′〉 ⇐ c′ ∈ CP (R, s→ t⇐ c)

collapse

(E, R ∪ {C[sθ]→ t′ ⇐ c′})

(E ∪ {C[tθ] = t′ ⇐ c ∧ c′}, R ∪ {C[sθ]→ t′ ⇐ c′ ∧ ¬c})

た だ し， s→ t⇐ c ∈ R

simplification

(E ∪ {s = C[vρ]⇐ c}, R)

(E ∪ {s = C[wρ]⇐ c}, R)
た だ し，v → w ⇐ c′ ∈ R か つ c ` c′ρ

E-deletion

(E ∪ {s = t⇐ c}, R)

(E, R)
た だ し， s ≡ t ま た は c は 恒偽

R-deletion

(E, R ∪ {s→ t⇐ c})

(E, R)
た だ し， c は 恒偽

図 4 dTRS 完 備化の た め の 推論規 則

入力： R， E． 出力： Ri．

R0 := R; E0 := E; i := 0; (R0 に (5) を 適用)

Ei = ∅ と なる ま で 以 下を 繰り 返す ．

（ 1 ） orientation を 使い ， 等式集合 E の 中か ら 両辺に 順序が 付

く も の を 一 つ 選ぶ ． 順序の 付く 等式が 存在しない と き ， 完 備化失敗．

等式集合 E = ∅なら 完 備化成功．

（ 2 ） composition で R の す べ て の 規 則の 右 辺を 正規 形に す る ．

（ 3 ） deduction を 使い ， s→ t⇐ c と {s→ t⇐ c} ∪R の 間 に

で き る 全て の 危 険対を E に 加え る ．

（ 4 ） collapse を 使い ， R の 規 則の う ち で 左辺が s の 例 (instance)

と なる 部分項を 持つ 規 則の 条件部に ¬c を 加え る (option)．

（ 5 ） simplification で E の す べ て の 等式の 両辺を 正規 形に す る ．

（ 6 ） E-deletion を 使い ， 冗長な等式を す べ て 取り 除く ．

（ 7 ） R-deletion を 使い ， R の 不要な規 則を す べ て 取り 除く ．

（ 8 ） Ri+1 := Ri; Ei+1 := Ei; i := i + 1;

図 5 dTRS 完 備化手続き

観 的に ， E に は 入力の 等式か ， ま だ 書換 え 規 則へ と 変換 して い

ない 危 険対が 含 ま れ る ． R は 停止性を 持つ 書換 え 規 則の 集合で

あ る ． 基 本的な完 備化と して ， R の 停止性は 完 備化手続き に 入

力と して 与え ら れ る 簡 約化順序 � に よ っ て 保証さ れ る ． 目標は

(E0, R) か ら R′ が 完 備で E0 ∪ R に 等価で あ る よ う な (∅, R′)

に 変換 す る こ と で あ る ． しか し， 完 備化手続き は 一 般に 停止す

る と は 限ら ない ．

図 4 の 推論規 則を 1回適用す る こ と を (E,R) `C (E′, R′) と

書く ． ま た ， 任意 の 代入 σ に 対して cσ が 真なら ば c′σ も 真 (す

なわ ち ， ¬cσ ∨ c′σ が 真) で あ る こ と を c ` c′ と 書く ．

KB 完 備化手続き [1] を dTRS へ 拡張した dTRS 完 備化手

続き を 図 5 に 示す ． 条件 c中の 自由変数は 任意 (す なわ ち ∀) と

して 恒偽 ， 恒真判定を 行う ． 入力 R が TRS で あ る と き は ， 図

5 の 手続き は TRS の KB 完 備化手続き と 一 致す る ．



dTRS 完 備化手続き の (1) か ら (8) ま で の 手続き を (E, R) に

順に 適用す る こ と を (E, R) `K (E′, R′) と 書く ．

定理 5.5 E0 を 等式の 集合， R0 を 完 備な強決定可能な dTRS

と す る ． dTRS 完 備化手続き で ， (E0, R0) `K · · · `K (∅, Rn)

を 得た と す る ． こ の と き ，

（ 1 ） Rn は E0 ∪R0 に 等価で あ る ．

（ 2 ） Rn は 完 備で あ る ．

（ 3 ） →R0
⊂
=

∗
→Rn

(R0⊂=Rn)なら ば ， Rn は 強決定可能．

5. 5 sum の 検証例

最後に 本手法に よ る 検証例を 挙げ る ． 手続き 型で 書か れ た

関 数 sum1 (図 3) と 仕様と して pdTRS で 書い た 関 数 sum0

(Rsum0) を 与え ， そ れ ら の 等価性を 検証す る ． 以 降で Add(, )

は + を 用い た 中置記 法で 表す ． 手続き 型で 書か れ た 関 数 sum1

を pdTRS に 変換 した も の が 例 4.1 の Rsum1 で あ る ． Rsum1

に composition を 施して 簡 単化した 物が 以 下の R′
sum1 で あ る ．

R
′
sum1 =











sum1(x) → U2(x, 0, 0) (1)

U2(x, i, z) → U2(x, S(i), z + S(i))⇐ i < x (2)

U2(x, i, z) → z ⇐ i >= x (3)

Rsum0 =
{

sum0(0) → 0 (4)

sum0(S(x)) → sum0(x) + S(x) (5)

R0 = R′
sum1 ∪ Rsum0 上で 等式 sum1(x) = sum0(x) が 帰 納

的定理で あ る こ と は 図 6 の よ う に 証明で き る ． よ っ て 関 数

sum1 と 関 数 sum0 は 等価で あ る と い え る ． なお ， 検証に は 補

題 U2(S(x), k, y) = U2(x, k, y) + S(x)⇐ k <= x を 導入す る こ

と が 必要で あ っ た た め ， 補題か ら 証明した ．

6. お わ り に

本手法で 対象と す る 手続き 型言語は 配列、 ポ イ ン タが 扱 え な

い など 制限強い が ， 初心者を 対象と した C プ ロ グラ ム 演 習で の

採点など へ の 利用が 期 待で き る ． 完 備化に は 簡 約化順序 � が

必要で あ る が ， 今回の sum 関 数の 検証で は 人間 の 直観 に た よ っ

た 順序に 基 づ い て 完 備化を 行っ た ． 規 則の 順序付け を 経路順序

で 自動的に 行う と 規 則 (2) に は 順序が 付か ない ． ど の よ う に 順

序を 与え る か が 今後の 課題で あ る ． pdTRS の 停止性の 証明法

も 今後の 課題で あ る ． 今回は 自然数の みを 扱 っ た が ， 整数へ の

拡張は 容易 に 行え る ．
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